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Abstrak 
Penentuan karakteristik dielektrik obyek memainkan peran penting 
dalam banyak aplikasi praktis. Bahan yang berbeda atau ketidak 
homogenan membangkitkan medan hamburan tertentu, yang dapat 
digunakan untuk menentukan balik materi dari benda tersebut. Masalah 
inversi hamburan yang seperti itu diklasifikasikan untuk masalah ill-
posed, yang solusinya alam kondisi terkontaminasi noise harus 
ditentukan dengan hati-hati. Prosedur inversi konvensional akan 
memberikan hasil yang sama sekali tak bermakna. Di penelitian ini 
diamati problem invers penentuan karakteristik dielektrika dua dimensi 
berbasiskan data yang terkontaminasi noise. Regularisasi Tikhonov 
digunakan untuk menstabilkan solusi. Dari pengamatan benda 
penghambur berukuran 0.12 × 0.12 dengan kontrast 1.0 dan noise 
dari data sebesar 5% didapatkan nilai maksimal dan minimal komponen 
riil dari kontrast sebesar 1.0126 dan 0.8759, sedangkan nilai maksimal 
dan minimal komponen imajiner dari kontrast adalah 0.1280 dan -
0.1436. 
 
Keywords: elektromagnetika, problem invers, regularisasi Tikhonov, 
SVD 
 
1. PENDAHULUAN 
 
Dalam banyak sekali aplikasi digunakan gelombang elektromagnetika untuk 
menentukan suatu besaran tertentu dari objek yang diamati (object of interest/OI). 
Pengukuran seperti ini masuk dalam kategori tes tanpa merusak (non-destructive 
testing), yang contohnya diberikan pada aplikasi penentuan data di industri [1], di 
dunia kedokteran [2], ataupun aplikasi menembus tembok [3]. Pengukuran ini 
didasari oleh interaksi antara gelombang elektromagnetika yang dipancarkan oleh 
suatu sistim antena, yang mengenai objek yang diamati tersebut, yang disebut 
juga benda penghambur (scattering object). Benda penghambur, yang biasanya 
konduktor atau dielektrika, yang ditandai dengan besaran-besaran seperti 
permitivitas relatif εr, permeabilitas relatif μr dan konduktivitas atau daya hantar 
σ, akan menghamburkan gelombang yang datang membentuk suatu pola distribusi 
medan hambur (scattering fields) tertentu yang tergantung dari bentuk geometri 
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dan nilai material dari benda penghambur ini. Pada problem analisa, diberikan 
struktur geometri dan nilai konstanta material yang digunakan, sedangkan efek 
kondisi ini terhadap gelombang elektromagnetika harus ditentukan. Pada jenis  
problem kedua, yaitu problem sintesa atau sering disebut problem invers, 
diberikan efek dari suatu kondisi terhadap gelombang elektromagnetika, dicari 
bentuk dan nilai dari konstanta material tersebut. 
Penelitian yang membahas penentuan nilai konstanta diberikan di [4], [5], dan 
[6] yang membahas struktur material yang konstant (homogen). 
Untuk struktur yang tidak homogen, yaitu yang memiliki nilai konstanta yang 
berubah digunakan pendekatan lain, yaitu dengan dilibatkannya metoda optimasi 
seperti algoritma genetik, metoda gradient descent atau pendekatan jaringan 
syaraf [7], [8]. Pendekatan lainnya untuk problem rekonstruksi ini adalah 
menggunakan persamaan integral dengan kombinasi dekomposisi nilai singular 
(singular value decomposition/SVD) dan teknik inverse sumber [9], [10]. 
Di penelitian ini, diamati struktur yang homogen, yang pada sistim matriksnya 
akan dilakukan dekomposisi nilai singuler. Pada kasus data yang terkontaminasi 
noise, solusi akan diberikan dengan bantuan regularisasi Tikhonov. 
 
2. PEMODELAN PERMASALAHAN 
2.1 Teori Hamburan Gelombang Elektromagnetika  
 
Dengan mengamati persamaan Helmholtz, yang bercerita mengenai hubungan 
sumber dengan medan dalam suatu persamaan differensial 
 
׏ଶݑሺݎԦ, ߱ሻ ൅ ݇ଶሺݎԦ, ߱ሻ	ݑሺݎԦ, ߱ሻ ൌ െݍሺݎԦ, ߱ሻ (1) 
 
dengan  sumber ݍ ൌ െ݆߱	ߤ௢ܬ௭,௜ሺݎԦ, ߱ሻ. 
Pada problema maju (forward), dengan diketahui distribusi sumber q dan 
parameter material k, ditentukan medan u. Metoda maju ini bersifat unique dan 
stabil. Sedangkan problema inversi biasanya bersifat tidak unik dan tidak stabil. 
Problema inversi bisa dibagi menjadi: problema sumber inversi (inverse source 
problem) dan problema hamburan inversi (inverse scattering problem). 
Pada problema sumber inversi, targetnya adalah menentukan sumber q, 
material k dan medan u diberikan, sedangkan pada problema hamburan inversi, 
sumber q dan medan u diketahui atau paling tidak bisa dikontrol untuk diketahui, 
sedangkan material k harus ditentukan. 
Solusi dari persamaan Helmholtz di atas adalah 
 
ݑ ൌ െ׬ܩሺݎԦ, ݎԦᇱሻ	ݍሺݎԦᇱሻ	݀ݎԦᇱ (2) 
 
G adalah fungsi Green. 
Problema hamburan inversi lebih kompleks, karena melibatkan dua besaran yang 
tidak diketahui, yaitu medan di dalam benda penghambur dan material dari benda 
penghambur tersebut. Skenario problema hamburan inversi ditunjukkan pada 
gambar 1. 
 
M
 
m
be
׏ଶ
 
Se
׏ଶ
de
da
 
de
ܩ
 
ܪ
udrik Alayd
Gambar 
ele
Persoalan 
edan datang
 
ݑ ൌ ݑ௜ ൅
 
ui adalah 
nda pengha
 
ݑ௜ሺݎԦ, ߱ሻ ൅
dangkan un
 
ݑ௦ሺݎԦ, ߱ሻ ൅
 
ngan ߜߝ௥ ൌ
 
Sehingga 
n [12], 
ܧ௭ሺݔ, ݕሻ ൌ
ܧ௭ሺݔ, ݕሻ ൌ
ngan fungs
ሺݔ, ݕ, ݔᇱ, ݕᇱሻ
௢
ሺଶሻሺݔሻ adala
Untuk me
rus, Penentu
1. Struktur de
ktromagnetik
menjadi di
 ui dan me
ݑ௦ 
medan satu
mbur, atau
݇௢ଶ	ݑ௜ሺݎԦ, ߱
tuk gelom
݇௢ଶ	ݑ௦ሺݎԦ,
ߝ௥ െ 1, ya
untuk kasus
ܧ௭௜ሺݔ, ݕሻ ൅
ܧ௭௜ሺݔ, ݕሻ ൅
i Green (un
ൌ ܩ ቀߩԦ െ ߩሬሬሬԦ
h fungsi H
lakukan per
an  Permitti
ngan distribu
 Eiz oleh pem
oleh NR
permudah j
dan hambur
-satunya ji
 formulasi p
ሻ ൌ െݍሺݎԦ
bang hambu
߱ሻ ൌ െ݇௢ଶߜ
ng dinama
 skenario p
ܧ௭௦ሺݔ, ݕሻ
݇௢ଶ ∬ ܩሺஐ
tuk wilayah
′ቁ ൌ ି௝ସ ܪ௢
ሺଶሻ
ankel jenis 
hitungan in
vitas Struktu
 
si dielektrik y
ancar Tx dan
 buah peneri
ika memb
an (scatter
ka di dalam
ersamaan 
, ߱ሻ
ran berlak
ߝ௥ݑሺݎԦ, ߱ሻ
kan kontras
ada gamba
ݔ, ݕ, ݔᇱ, ݕᇱሻ
 dua dimen
ቀ݇௢ ቚߩԦ െ ߩ′ሬሬሬԦ
kedua, den
tegrasi di a
r 2D dengan
ang diilumin
 gelombang to
ma Rx. 
agi medan 
ed field) us,
 ruang pe
Helmholtz 
u 
t. 
r 1, dan pol
		ߜߝ௥ሺݔᇱ, ݕ
si) 
ቚቁ
gan argume
tas, diperlu
 Elektromag
 
asi dengan ge
tal Etz didetek
total menja
 
ngamatan t
menjadi, 
arisasi TM
ᇱሻ	ܧ௭ሺݔᇱ, ݕ′ሻ
n x. 
kan nilai m
netika 
lombang 
si 
di dua, yai
(3) 
idak terdap
(4) 
(5) 
, berlaku [1
(6) 
	݀ݔᇱ	݀ݕ′ (7
(8) 
edan total d
23 
tu 
at 
1] 
) 
i 
24 
 
ke
in
di
ki
te
 
2.
 
be
sa
(g
(7
pa
w
ሾܾ
se
ke
 
ܭ௝
seluruhan 
i kontrast (
hitung di m
ta bisa me
mpat pener
2 Diskretis
Untuk me
nda pengh
na berlaku
ambar 2), m
) yang telah
ܧ௭௦ሺݔ, ݕሻ ൌ
 
 
Gambar 2. S
 
Untuk me
rameter-pa
ilayah luar 
ሿ ൌ ሾܧ௭௦ሺߩԦଵ
tiap wilaya
duanya [K]
,௡ ൌ ݇௢ଶ	ܧ௭,
 
Maka dida
 
ሾܾሿ ൌ ሾܭሿ
 
Incom
wilayah be
δε). Hasil d
ana-mana 
nghitung m
ima diletak
asi Wilaya
mungkinka
ambur, me
 medan Ez
aka meda
 didiskretis
݇௢ଶ ∑ ܽ௡௡		
etiap elemen
ndapatkan 
rameter ya
ini, sehingg
ሻ			ܧ௭௦ሺߩԦଶሻ	
h diskreti
, yang mem
௡ 	∬ ܩ൫ߩԦஐ೙
patkan per
	ሾܽሿ
Tech, Jurna
nda pengha
ari integra
(baik di da
edan tota
kan). 
h Pengama
n solusi in
njadi N bu
,n dan kont
n hambur d
asi 
ܧ௭,௡ ∬ ܩஐ೙
 luasan di wil
cukup info
ng tak dik
a didapatka
	⋯			ܧ௭௦ሺߩԦெ
sasi ሾܽሿ ൌ
iliki eleme
௝, ݔᇱ, ݕᇱ൯	݀ݔ
samaan mat
l Telekomun
mbur (), 
si tersebut 
lam benda 
l, ataupun 
tan 
tegrasi di a
ah wilayah
ras an, yan
i setiap tit
ሺݔ, ݕ, ݔᇱ, ݕᇱ
 
ayah dielektri
rmasi dalam
enal ini, d
n sebuah v
ሻሿ், vekto
ሾܽଵ		ܽଶ 				⋯
n 
ᇱ	݀ݕ′
riks 
ikasi dan Ko
dan param
adalah med
penghambu
pada titik
tas, dilaku
 yang sang
g bernilai 
ik bisa dih
ሻ			݀ݔᇱ	݀ݕ′ 
ka memberik
 rangka m
ilakukan M
ektor yang 
r yang tak 
				ܽ௡ሿ் da
mputer, vol
eter materi
an hambur
r, yang den
-titik obser
kan diskret
at kecil. D
konstan di
itung denga
an konstribusi
endapatkan
 buah pe
dikenal nila
dikenal, ya
n matriks 
.4, no.1, 201
al, dalam h
an yang bi
gan hasil i
vasi terten
isasi wilay
iandaikan 
 wilayah 
n persama
(9) 
 
 medan hamb
 solusi pa
ngukuran 
inya, yaitu
itu kontras 
penghubu
(10) 
(11) 
3 
al 
sa 
ni 
tu 
ah 
di 
n 
an 
ur 
da 
di 
 
di 
ng 
M
 
lu
di
pe
tid
in
݇௢ଶ
di
te
ya
se
ܪ௢
 
de
di
se
ya
m
ඵ
ஐ೙
udrik Alayd
Dalam pra
ar wilayah 
elektrika in
nerima dile
aklah sam
tegrasi men
	ܧ௭,௡ ඵܩ
ஐ೙
																			
 
 
 
 
Gambar 
 
Karena da
skretisasi, 
ntang med
ng artinya
perti ditam
Jika argum
ሺଶሻሺݔሻ ൎ 1 െ
ngan γ = 1
Kasus ini 
skretisasi 
giempat de
itu ߩ∆ ൌ ∆
enjadi 
 
ܩ൫ߩԦ௝, ݔᇱ, ݕᇱ൯
rus, Penentu
kteknya, m
dielektrika
i ditunjukk
takkan. Se
a dengan (
jadi 
൫ߩԦ௝, ݔᇱ, ݕᇱ൯݀
																				
3. Perhitunga
lam perhitu
yang bisa 
an hambur
 titik peng
pilkan di ga
en fungsi H
݆ 2ߨ ln ቀ
ߛ	ݔ
2 ቁ
,781072418
terjadi jika
∆ܣ ൌ ∆ݔ	∆
ngan lingk
ݔ/√ߨ ). 
݀ݔᇱ݀ݕᇱ ൌ െ݆4
an  Permitti
edan hamb
. Di gamba
an pada gar
hingga untu
x’,y’). Mak
ݔᇱ݀ݕᇱ ൌ ݇
						ൎ 	݇௢ଶ	ܧ
n integrasi un
ngan matri
dihitung da
an juga ha
amatan ha
mbar 3. 
ankel keci
 
.  
 titik peng
ݕ. Perhit
aran yang 
Integral di
		 න න ൬1 െ
ఘ∆
଴
ଶగ
଴
vitas Struktu
uran bisa d
r 2, wilaya
is putus-pu
k perhitun
a untuk ti
௢ଶ	ܧ௭,௡ െ݆4 	ඵ
ஐ
௭,௡
ି௝
ସ ܪ௢
ሺଶሻ൫
tuk argumen 
ks ini meda
ri persama
rus didapat
rus diletak
l, maka bis
amatan be
ungan dis
memiliki l
lakukan di
݆ 2ߨ ln ൬
ߛ	݇௢ߩ
2
r 2D dengan
iukur pada 
h pengama
tus, tempat
gan integra
tik pengam
ܪ௢ሺଶሻ൫݇௢
೙
݇௢หߩԦ௝ െ ߩԦ௡
fungsi Green 
n total dipe
an (7), m
kan di dal
kan di dal
a diaproksi
rada di ten
ederhanaka
uas yang s
 wilayah 
൰൰ 	ߩ	݀ߩ	݀߮ 
 Elektromag
titik-titik p
tan yang b
 detektor, b
si di persam
atan ߩఫሬሬሬԦ ൌ
หߩԦ௝ െ ߩԦ௡ห൯ 	
ห൯		∆ܣ
 
yang bernilai 
rlukan di s
aka secara 
am benda 
am benda 
masikan me
gah-tengah 
n dengan
ama (denga
lingkaran i
netika 
engamatan 
erada di lu
erupa ante
aan (9) (x,
ݔ௝ Ԧܽ௫ ൅ ݕ௝ Ԧܽ
݀ݔᇱ݀ݕ′ 
(12) 
sangat kecil. 
etiap wilay
teoretis da
penghambu
penghambu
njadi 
bidang ke
 menggan
n radius ߩ
ni, sehing
25 
di 
ar 
na 
y) 
௬, 
ah 
ta 
r, 
r, 
cil 
ti 
∆, 
ga 
26 IncomTech, Jurnal Telekomunikasi dan Komputer, vol.4, no.1, 2013 
 
															ൌ ି௝ସ ቀߨߩ∆ଶ െ ݆4׬ 	ߩ ln ቀ
ఊ	௞೚ఘ
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Algoritma yang digunakan untuk penentuan beberapa besaran dilakukan secara 
iteratif dengan langkah-langkah berikut ini: 
1. Pada langkah pertama ini, anggap tidak ada benda penghambur, sehingga  
medan total di dalam lokasi tempat benda penghambur berada, bisa di-set 
menjadi sama dengan medan datang Ez = Eiz di dalam .  
2. Mensolusikan persamaan matriks (11) dengan menghitung koefiesien 
matriks di persamaan (10) menggunakan nilai medan total seperti pada step 
(1). Vektor [b] didapatkan dari data pengukuran untuk setiap titik observasi 
ߩԦ௠, sehingga vektor [a] bisa didapatkan.  
3. Menggunakan persamaan (7) untuk menghitung medan total di dalam 
benda penghambur, sehingga bisa didapatkan medan total Ez yang 
merupakan versi perbaikan yang sebelumnya.  
4. Dilakukan kembali step (2) dengan nilai medan total yang baru ini, dan 
selanjutnya sampai nilai medan total dan material [a] sudah tidak 
mengalami perubahan yang signifikan. 
 
Hal penting yang perlu diperhatikan pada persamaan linier ini adalah, karena 
sistim matriks ini [K] bersifat ill-posed, maka solusi persamaan (11) tidak bisa 
didapatkan dengan inversi biasa (naive inversion). Jika dilakukan akan didapatkan 
hasil yang secara fisikalis tidak mungkin. Yang dilakukan adalah dengan 
menggunakan regularisasi, misalnya regularisasi Tikhonov, akan didapatkan 
persamaan pengganti, yaitu 
 
ሾܽሿ ൌ ሼሾܭሿା ∙ ሾܭሿ ൅ 	ߙ	ሾܫሿሽିଵ	ሾܭሿା ∙ ሾܾሿ (14) 
 
Pembahasan mengenai regularisasi akan dibahas pada bagian berikut ini. 
 
3. REGULARISASI  
 
3.1 Dekomposisi Nilai Singuler 
 
Sistim matriks [K] yang terdapat di persamaan linier (11), bisa didekomposisi 
menjadi 
 
ሾܭሿ ൌ ሾܷሿሾܵሿሾܸሿ் 
 
Matriks [U] dan [V] bersifat ortonormal dan kuadratis sedangkan matrix [S] 
adalah matriks diagonal dengan elemennya merupakan nilai singular yang bernilai 
positif i. 
Solusi persamaan (11) bisa diberikan dengan invers generalisasi dari matriks 
[K] di atas, yang bisa diformulasikan sebagai berikut ini. 
 
ሾܽሿା ൌ ∑ ሾ௎ሿ.,೔೅ ሾ௕ሿఙ೔ 	ሾܸሿ.,௜
௡௜ୀଵ  (15) 
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